PEDAGOSKI URADAK
Razmisljajte infinitezimalno!

[Opaska: Zainteresirani mogu zatraZiti animirane prikaze navedene u ovom opisu preko navedene

adrese za elektronsku postu Schillerovog Institutal

«Vrlo dobro se zna da znanstvena fizika
postoji tek mnakon izuma diferencijalnog
racuna,» rekao je Bernhard Riemann u uvodu
svojih predavanja pred kraj 1854. godine koja
su posthumno objavljena pod nazivom
'Parcijalne diferencijalne jednadzbe i njihova
primjena na fizicke probleme'. Za vedinu
Riemannovih sluSateljata izjava je bila lako
shvatljiva jer su razumjeli fizikalno znacenje
Leibnizovog diferencijalnog racuna koje se
polako Sirilo u prethodnih 150 godina kroz
radove Kastnera i Gaussa. Sasvim razliCite
prilike vladaju danas jer vecéina danaSnjih
Citatelja, ¢ijim je obrazovanjem prevladavao
empirizam mrzitelja Leibnitza—Eulera,
Cauchyja i Russella. Dok bi takvim Zzrtvama
formalni sadrzaj Riemannove izjave bio
prihvatljiv, njena prava nakana bila bi im
nerazgovijetna kao Ivanovo evandelje i Pavlove
poslanice zadrtim vjerskim fanaticima.

Empiricar ne ¢e shvatiti Riemannovu
izjavu iz jednostavnog razloga jer on povezuje
rijeci 'diferencijalni raéun' sa sasvim razli¢itom
idejom od one na koju su Leibniz i Riemann
mislili. Za zrtvu danaSnjeg sustava
obrazovanja kojim prevladavaju empiricari
infinitezimalni rac¢un predstavlja samo sklop
pravila matematickog formalizma. No
znanstveniku infinitezimalni racun je kao
Sokratski dijalog kroz koji ¢ovjek nadvladava
ograni¢enosti zapazanja osjetilima i otkriva
univerzalne zakonitosti koje vladaju svim
fizickim djelovanjima.

Empiricar odbacuje Leibnizove zamisli
jer prihvaca Aristotelovu doktrinu da se «fizika
bavi samo predmetima osjetila», dok Platon,
Kuza [Nikola Kuzanski|, Leibniz i Rieman isticu
da se fizika bavi predmetima misli. Ti misaoni
predmeti, ili 'Geistesmassen' kako ih Riemann
naziva, odnose se na univerzalna nacela koja
prouzrokuju ponasSanje predmeta osjetila na
na¢in kako ih mi zapazamo (osjetilima).
Budud¢i nisu izravno pristupac¢na osjetilima
takva nacela izgledaju kao da dolaze 'izvan'
vidljivog svijeta. @ Medutim pravi se velika
grje§ka ako iz toga zakljuéimo, kao Sto to
sofisti rade, da ta nacela dolaze izvan samog
svemira. Ustvari, te zakonitosti koje su
univerzalne, djeluju svugdje i u svako vrijeme
pa i u svakom 'infinitezimalnom' intervalu
djelovanja, dodirujuéi predmete osjetila kao
tangente u vidljivoj domeni.

Leibnizov diferencijalni racun smisljen
je upravo da bi izrazio odnos izmedu vidljivog
kretanja predmeta osjetila i djelovanja
univerzalnih zakonitosti svugdje na njih.
Pomoc¢u njega univerzalno nacelo sastojeci se
od vidljivog i mnevidljivog obvijeno je u

jedinstvenu misao pokazujuéi nam ono Sto
znamo i ukazujuéi na ono §to jo§ trebamo
otkriti.  Znanstvenik koji okrene leda pod
Aristotelovim, Sarpijevim ili = Russellovim
utjecajem ponaSa se kao da mu je razum
prestao postojati, §to se ustvari dogodi.

Bas kao $to je Riemann to¢no ustvrdio
da je znanstvena fizika pocela izumom
diferencijalnog rac¢una, moglo bi se s pravom
rec¢i da je diferencijalni racun poceo s Kuzinom
ekskomuniciranjem Aristotela iz znanosti.
Makar je istinito da su neke metode
Leibnizovog racuna zapocele svoj razvoj u radu
Arhite i Arhimeda, taj se razvoj zaustavio kad
su Aristotelove doktrine prevladale u europskoj
kulturi nakon wumorstva Arhimeda od
Rimljana. Kuza je preokrenuo tu katastrofu i
preusmjerio europsku znanost od te opsesije
predmetima osjetila natrag na Pitagorino i
Sokratovsko teziSte na ideje.

Kuza je inzistirao da percepciju ne
uzrokuju osjetilne stvari nego stvari su
osjetilne jer um posjeduje moc osjetiti. Um sa
svoje strane ima sposobnost osjetiti zato jer
posjeduje jo§ viSe svojstvo racionalnosti pa je
sposoban racionalizirati jer posjeduje joS jedno
viSe svojstvo razuma, intelekta S§to mu daje
sposobnost razumnog objasnjenja [sposobnost
intelektualiziranja] jer je c¢ovjek stvoren na
infinitezimalnu sliku Bozju.

S tog stajaliSta Kuza je odbacio
Aristotelov sofizam da manje promjene znace
veCe savrSenstvo, S§to Boga C¢ini tiranskom
silom koja svijet odrzava savrSenim odupiruci
se promjeni. Umjesto toga Kuza je raspoznao
da sposobnost promjene u fizickom svemiru i u
ljudskom umu ukazuje na mogucénost njihova
usavrSenja te da je Bozja nakana usavrsiti svoj
stvoreni Svijet kroz spoznajnu moé¢ Covjeka.
Stoga moc¢ uma zapaziti, percipirati promjene a
ne predmete odreduje odnos Covjeka prema
fizickom svijetu i povecava njegovo znanje o
svemiru i njegovu moc¢ u njemu.

Oslobodiv§i znanost omogucdivsi joj
raspoznati promjenu kao prvenstvenu Kuza je
zaklju¢io da svako fizicko djelovanje mora biti
nejednoli¢no, a to je Kepler eksperimentalno
potvrdio svojim otkricem da wuniverzalna
gravitacija prouzrokuje harmonicki odnos
eliptickih putanja planeta. Kao Sto je Kepler
inzistirao vidljivo promjenjivo kretanje planeta
u svojoj putanji radije nego o¢ito odstupanje od
Aristotelove iluzorne ideja o nepromjenjivoj
savrSenosti ustvari je namjerna posljedica
zakonitosti univerzalne gravitacije koja djeluje
univerzalno, no ¢ije posljedice se razlikuju u
svakom infinitezimalno malom intervalu
djelovanja. Glede toga Kepler je usporedio



zakonitost univerzalne gravitacije s idejom
(koriste¢i latinsku rijeC species u njenom
opisu) no razlikovao ju je od ljudske ideje jer
joj nedostaje svojstvo svojevoljnosti jedinstveno
ljudskoj spoznaji. Kepler je razumio da covjek
moze shvatiti tu ideju, stvoriv§i zamisao
(misaoni predmet) koji izrazava fizicko
djelovanje kao posljedicu univerzalne nakane,
jednako kao S§to je, kako je Kuza isticao,
ljudsko djelovanje posljedica ljudske nakane.
Iako je Kepler ostvario znacajan napredak u
ostvarenju geometrijskih izraza odnosa on je
prepoznao potrebu novog oblika metafore i
zatrazio je od buduéih pokoljenja nastavak
napretka u tom cilju.

A Leibniz je definirao trazenu zamisao
na koju je Riemann mislio kad je govorio o
pocetku znanstvene fizike. Leibniz je shvatio
potrebu novog oblika matematickog izraza koji
bi odrazavao odnos izmedu univerzalne
zakonitosti i njenog stalno mijenjajuceg ucinka
na vidljivo kretanje. A §to je najvaZnije taj novi
izraz mora funkcionirati i u obratnom smjeru,
jer se ba§ s tim nacdinom susrecemo u
znanstvenom istrazivanju. Naime, iako se
posljedice zakonitosti vide kroz gibanje, puko
opisivanje vidljivog ne govori niSta o samoj
zakonitosti. Da bi se znao uzrok gibanja u
znanstvenom smislu neophodno je izraziti
gibanje kao uéinak zakonitosti.

Da bismo shvatili tu misao Leibniz se
koristio oblikom istrazivanja kojeg je ranije
razvio Kuza, a taj je odnos maksimuma i
minimuma. Kao Sto je Kuza specificirao
maksimum i minimum poklapaju se u Bogu,
ali u stvorenom svijetu maksimum i minimum
se javljaju kao suprotnost. Stoga da bismo
znali neki fizicki proces potrebno je imati
zamisao kojom se moze prepoznati oprecne
krajnosti tog fizickog procesa kao maksimalne i
minimalne ucinke jedinstvene, sjedinjene
nakane. Na primjer, u svakom intervalu
elipticke putanje gibanje planete je razli¢ito na
dvijema krajnjim tockama tog intervala bez
obzira kako je malen taj interval. No postoje
dvije iznimke. Jedna je ¢itava putanja a druga
je trenutak same promjene, koji sadrze u
sebi maksimalni i minimalni ucinak
univerzalne gravitacije na planetu. Kod
minimuma ucinak univerzalne zakonitosti je
uvijek razliCit ali se razlikuje sljedeéi tocno
odredenu zakonitost. Matematicki izraz te
razlicnosti Leibniz je nazvao 'diferencijal’ koji
uvijek postoji integriran u cjelinu djelovanja.
U potonjem obliku taj matematicki izraz
Leibniz je zvao 'integral'.

Iz tog odnosa Leibniz je izumio vrstu
animacije koju je zvao |'diferencijalne
jednadzbe' u kojima je maksimalni uc¢inak
izrazen kao funkcija minimuma. Kao Sto je
Riemann zapazio to je znanost postavilo na
sasvim novo postolje jer kod eksperimentalnih
istrazivanja izraz minimuma je ono §to se mjeri
iz Cega onda treba odrediti maksimum, kao na
primjer u slu¢aju Leibnizovog i Bernoullijevog
odredivanja  krivulje lanca, Gaussovog

odredivanja putanje Ceresa ili Gaussovih i

Riemannovih istrazivanja u geodeziji,
geomagnetizmu, elektromagnetizmu i
istrazivanja udarnih  valova. Pomocu

Leibnizovog diferencijalnog racuna takva
istrazivanja su se mogla po prvi put poduzeti
neophodnom epistemolo§kom strogoscu.

Leibnizove diferencijalne jednadzbe,
naravno, ne izrazavaju zakonitost izravno. No
one mogu izraziti mijenjajué¢i  ucinak
zakonitosti u svakom trenutku. Na temelju
toga zakonitost mozemo znati putem inverzije
kao zamisao koja prouzrokuje ucinak koji je
izrazen diferencijalnom jednadzbom. Da bismo
istaknuli taj pojam mozemo reci: 'diferencijalna
jednadzba nije sama zakonitost ali izrazava
stalno mijenjajuce tragove koje ta zakonitost
ostavlja u vidljivoj domeni. Iako je ovaj opis,
odjeven u rije¢i ili geometriju neophodno
ironi¢an, misaoni predmet na koji se odnosi je
prepoznatljiv umom s absolutnom precizno§cu.

Od odsudne vaznosti je istaknuti da je
Leibnizov diferencijalni rac¢un matematicki
izraz fiziCke zamisli, ideje. Kao Sto je bjelodano
Sto se tice fizickog djelovanja diferencijal i
integral su izraz minimalnog i maksimalnog
ucinka istog univerzalnog fizickog mnacela
(zakonitosti). A ipak, empiricari su napadali
Leibnizov diferencijalni rac¢un apstrahirajuci ga
iz fizike i prikazujuéi ga samo u vidu
matematic¢kog formalizma. Proizveli su putem
izvrtanja €injenica (sofizma) o€iti matematicki
paradoks postupajuci s oba ta podruéja kao da
postoje odvojeno od fizicke zakonitosti koju
izrazavaju. S tog formalnog matematickog
stajaliSta sofist obrazlaze da diferencijal ne
postoji, jer su u trenutku promjene proteklo
vrijeme i prevaljena udaljenost oba formalno
nula. Iz toga proizlazi, nastavlja sofist, da se
integral ne moze izraziti jer je on zbroj
beskonaéno mnogo nultih veli¢ina.

Leibniz se tom sofizmu uvijek
suprotstavio inzistirajué¢i na fizicCkoj naravi
svog infinitezimalnog racuna. U svom pismu
Varignonu 1702. godine postavio je sljedecdi
paradoks tvrdokornim pobornicima algebre:

Konstrurajte dva slicna trokuta u sjecistu
dvaju pravaca (vidi prikaz). U prikazu krakovi
jednog (veceg-crvenog) trokuta su u istom
razmjeru jednog prema drugom kao i krakovi
drugog trokuta. Sad, pocnite micati kosi



pravac u jednom smjeru (recimo gore)
paralelno njegovom pocetnom polozaju. Kod
tog gibanja jedan ée trokut (desni) bivati sve
manji dok ¢e drugi rasti ali ¢e proporcionalnost
njihovih stranica ostati ista. U jednom
trenutku gibanja manji ée trokut proéi kroz
tocku sjeciSta dviju pocetnih pravaca i u
sljedecem se pojaviti na drugoj strani sjecista i
poceti ponovno rasti — vidi animirani prikaz
'Figure 2'.

Pobornici algebre uporno su tvrdili da
u trenutku prolaza malog trokuta kroz tocku
njegove stranice su naizgled nula pa je
nemoguce izraziti njihov omjer ili, jo§
apsurdnije, njihov omjer se izgubi (prestaje
postojati) u tom trenutku. Leibniz je na to
uzvratio da je prolaz trokuta kroz tocku
posljedica fizickog kretanja Ccije je svojstvo
odrzavanje proporcionalnosti stranica trokuta.
Stoga neprekidna proporcionalnost je proizvod
kretanja, njegov namjeravani ucinak. U
trenutku prolaska malog trokuta kroz tocku
kretanje nije prestalo i stoga nije ni
proporcionalnost dvaju trokuta. Proporcional-
nost je odraz zakonitosti fizickog djelovanja
(hoda) koju um prepoznaje i koju drzi u glavi
kao misaoni predmet u sprezi sa stanovitom
nakanom. Toc¢ka je samo trenutak gibanja.
Ona ne postoji van fizickog djelovanja. Tek
kad se matematicki izraz odijeli od fizickog
djelovanja javlja se algebarsko proturjecje.
Pojava takvog proturjec¢ja mogla bi naznaciti
problem u razmi$§ljanju empiri¢ara, no problem
lezi samo tamo ali ne i u samom svemiru.

U suprotnosti s time tvrditi da
algebarsko proturje¢je ima ontolo§ko znacenje
proizvodi stanje razdvojenosti (disocijacije) u
umu znanstvenika. To je upravo i bila nakana
Eulera, Lagrangea i narocito Cauchyja, koji je
zamijenio Leibnizovu ideju infinitezimalnog sa
svojom idejom limesa (grani¢nog slucaja).
Cauchy je tvrdio da limes uklanja algebarsko
proturjecje infinitezimalnog. No vrSeci to
Cauchy je ustvari ubacio bezumnost uklonivsi
spregu uma s fizickim svemirom u kojem Zzivi.
To je, naravno, i bila njegova nakana.

A da je spoznajna sposobnost bila
prava meta oligarskog napada na Leibnizov
diferencijalni raéun moze se vidjeti iz
ispovijesti Richarda Couranta i Herberta
Robbinsa namijenjenoj popularnom citateljstvu
u njihovoj knjizi na engleskom What Is
Mathematics (Sto je matematika) iz 1941.
godine:

«...ba§ sami temelji diferencijalnog
racuna bili su kroz dugo vremena mutni
zbog nevoljkosti da se prizna iskljucivo
pravo zamisli limesa kao izvora novih
metoda. Ni Newton ni Leibniz nisu se
mogli staviti u stanje prihvac¢anja takvog
os§tro naznacenog stava, iako nam to sad
izgleda jednostavno nakon §to je zamisao
limesa u potpunosti pojaSnjena. Njihov
primjer prevladavao je kroz viSe od

stoljeca matematickog razvoja tijekom
kojeg je ta tema bila obvijena velom raz-
govora o 'beskonacno malim velic¢inama’,
diferencijalima’, 'kona¢nim omjerima' itd.
Odugovlacenje kojim su te zamisli bile
konacno napusStene imalo je duboke
korijene wu filozofskom stavu tog
vremena te u samoj naravi ljudskog
uma» [isticanje teksta nije u originalu,
istaknuo ga je autor uradka].

Empiri¢ar vidi predmete u kretanju i
zamiSlja ih kako se krecu u prostoru koji je
prazan ba$§ kao Sto vjeruje da mu je i glava
prazna. Znanstvenik zamiSlja viSeznaénik
(viSestruki sklop) univerzalnih fizickih zakoni-
tosti, koje ih obuhvacaju kao ozivotvorene
predmete misli a one pak predmetima pred
njegovim o¢ima nadahnjuju Zivot. Promjena je
prvom smetajuéa neugodnost koja razbija
njegove u konacnici jalove pokuSaje ocuvanja
prihvac¢enih aksiomatsko formalnih struktura.
A potonjem, promjena je sretna naznaka
ucinaka nastalih kao posljedica univerzalnih
zakonitosti kretanja koje djeluju univerzalno no
razlidito u svim infinitezimalnim razmacima
vremena i prostora.

- Ozivotvoreni diferencijalni ra¢un -
Pedago§ki najucinkovitiji nacin

rasvjetljavanja Leibnizove zamisli
diferencijalnog racuna je putem niza

animiranih slika koje osvjetljuju njihovu
primjenu od Keplera do Huygensa, do Leibniza,
do Gaussa, do Riemanna. U sljedeéim
odlomcima oslonit ¢emo se na animirane
prikaze kao glavne govornike dok ce pisana
rije¢ pruziti samo najgrublju scensku reziju.



Animirani prikaz 3: Keplerova zakonitost
jednakih povrSina. Kepler je zamislio orbitalno
gibanje kao promjenljivu posljedicu zakonitosti
univerzalne gravitacije, koja se mijenja obrnuto
proporcionalno s razmakom izmedu sunca i
planete. Kepler je razaznao da je gibanje u
svakom intervalu zbroj beskonaéno mnogo
promjenljivih radijalnih razdaljina unutar tog
intervala, koji odrazava gibanje planete u
svakom c¢asu. Nije mogao taj zbroj tocno
izracunati no shvatio je da rezultat odgovara
opisanoj povrSini (vidi animirani prikaz 'Figure
3a'], a on ju je mjerio svojom poznatom
metodom triju anomalija (vidi animirani prikaz
3b). Keplerova metoda raéunanja dovela je do
paradoksa koji je nagnao Leibniza na razvoj
svoje koncepcije diferencijala i integrala.
Animirani prikaz 4: Huygens je
pokuSao savladati problem nejednolikog

kretanja tako da izrazi jedno nejednoliko
gibanje kao funkciju drugog, metodom involute
i evolute. Kod animiranog prikaza 4a Zzuta
krivulja nastaje kretanjem i razmatanjem
bijelog konopca od plave krivulje. Zuta se
krivulja zove involuta. Plava krivulja je
evoluta. Prema tome promjenljiva zakrivljenost
involute funkcija je promjenjive zakrivljenosti
evolute. Bijeli konopac je uvijek okomit na
involutu i uvijek tangencijalan na evolutu.

Zbog toga involuta je uvijek omotnica kruznica
Cija sva srediSta leze na evoluti (vidi animirane
prikaze 4b, 4c). Drugim rijeCima te kruznice
su svugdje tangencijalne na evolutu. Prema
tome zakrivljenost involute izrazava ucinke
zakonitosti koje djeluju tangencijalno na
evolutu i obratno.

No, umjesto razmiSljanja o tim
dodirivaju¢im kruznicama nastalim iz krivulja
pomislimo na krivulje nastale dodirujué¢im
djelovanjem kruznice ¢ija veli¢ina i polozaj se
mijenjaju u skladu sa zakonitosti kretanja (vidi
animirajuéi prikaz 4d). Na taj nacin krivulje se
moze ispravnije razumijeti kao namjeravani
ucinak zakonitosti promjene koja djeluje svuda
tangencijalno na svoj vidljivi izrazaj.

Huyghens je upotrijebio tu spregu da
bi sagradio svoj poznati sat s klatnom na
zakonitosti cikloide koja ima svojstvo da je
njena involuta opet cikloida kao i da je ona
krivulja jednakog vremena tijela koje pada po
zakonu sile teze (vidi animirane prikaze 4e, 4f,
4g, 4h).

Animirani prikaz 5: Dok Huygensova
metoda involute i evolute daje izraz
nejednolikom gibanju ona se zasniva na
sasvim mehani¢koj proceduri umjesto da
izravno daje izraz zakonitosti promjene.
Leibniz je rijeSio taj problem dajudi izraz toj
zakonitosti promijene putem diferencijalnih
jednadzbi. Da bi izmjerio diferencijal Leibniz je
preslikao promjenjivo djelovanja u infinitezi-
malno malom u vidljivo podruéje na nacin
slican Platonovoj metafori pe¢inef. U tu svrhu
Leibniz je poopcio istrazivanja Fermata defini-
rajuéi niz funkcija koje ovise o promjenljivoj
zakrivljenosti koja nastaje fizickim djelova-
njem. (Vidi prikaz 5a). Leibniz je napose prou-
Cavao gibanje subtangente [subtangent' u
prikazu] ¢ija je duljina funkcija smjera
tangente ['tangent'], a koja je sa svoje strane
funkcija promjene zakrivljenosti. Leibniz je
razmatrao trokut oblikovan tockom tangencije,
sjeciStem ordinate ['ordinate'] tangente i hori-
zontalne osi i sjeciStem tangente i osi te mu je
taj trokut bio kao preslika u vidljivoj domeni
promjenljivog djelovanja u infinitezimalno
malom.

Da bismo intuitivno shvatili ovu
metodu uzmimo primjer parabole (vidi
animirani prikaz 5b), koji pojasnjava promjene
gibanja subtangente parabole. Fermat je
pokazao da je subtangenta parabole uvijek
jednaka dvostrukoj duzini abscise od vrha
parabole. Gledano s tog stajaliSta parabolu se
moze uvijek u cijelome odrediti u vidu
djelovanja zakonitosti gibanja. Umjesto
gledanja na subtangentu kao funkciju parabole
trebamo misliti na djelovanje parabole kao
funkciju subtangente koju vrh parabole uvijek
dijeli na polovinu, a vrh je tocka gdje je

t Platonova alegorija naseg zapazanja svijeta gdje u
pedini ledima okrenuti plamenu van pecine gledamo
sjenu koju plamen van pecine (stvarni svijet) baca na
hrapavu povrsinu stijenke u pecini (vidljivi svijet).



subtangenta u svom minimumu. Ovakav
nacin razmi$ljanja je elementarni, pedagoski
opis 'diferencijalne jednadzbe'.

S tog stanoviSta Leibniz je bio u
mogucnosti otkriti postojanje fizickih
zakonitosti koje se nije moglo izraziti u
vidljivom obliku kretanja no moglo ih se
izraziti pomodéu  svojstva  diferencijalnih
jednadzbi. Na primjer vidljivi oblik
eksponencijalne krivulje se moze definirati kao
krivulju koju proizvodi neprekinuto gibanje
koje je aritmeticko u jednom smjeru a
geometricko u okomitom smjeru (vidi prikaz

tangent

ordinate
abscissa

5¢). No ipak to gibanje ima jedinstveno
svojstvo, koje je Leibniz pronaSao kroz svoj
infinitezimalni  racun. Eksponencijalna
krivulja je krivulja ¢ija je subtangenta uvijek
konstantna (vidi prikaz 5d). Drugim rijeéima
eksponencijalna krivulja je krivulja sa
svojstvom promjene koje je istovjetno sebil!

Ovaj pronalazak isti¢e odsudnu razliku
Leibnizove metode od Huygensove. Glede
involute i evolute, cikloida je krivulja C¢ije
promjene su jednake samoj krivulji. No kod
opcenitije Leibnizove metode eksponencijalna
krivulja predocuje svojstvo sebi-slicnosti.
Vaznost ove razliCitosti dobro se vidi u
Leibnizovom otkricu odnosa eksponencijalne
krivulje s krivuljom lanca, koja istice ¢injenicu
krivulje lanca kao opéenitijeg izraza zakonitosti
najmanjeg hoda od cikloide.

Kao ishod ovog istrazivanja Leibniz je
otkrio potpuno novu vrstu transcendentalne
funkcije. Shvatio je da iako svaka
eksponencijalna krivulja ima konstantnu
subtangentu, apsolutna veli¢ina varira s
konstantom proporcionalnosti. Leibniz je
pronaSao postojanje novog broja, koji je on
nazvao «b», koji oblikuje eksponencijalnu
krivulju ¢ija je subtangenta jednaka jedinici.
(Euler je kasnije promijenio ime broja u «e», pa
broj jo§ uvijek nosi taj povijesno iskrivljeni i u
neku ruku bogohulni moniker.

Tom novom moguénosti istrazivanja
fizickih radnji kao djelovanja zakonitosti

promjene nova svojstva su isplivala na
povrS§inu koja bi inace ostala skrivena. Na
primjer kod istrazivanja naizgled jednolikog
kruznog gibanja sa stajaliSta promjena
subtangente kruznice javljaju se dva prekida,
koja inace nisu vidljiva. To su tocke gdje
subtangenta postaje beskonacna a to odgovara

Gaussovoj zamisli vV—1 i -4/—1 (vidi prikaz

51).

Sli¢no tome kod istrazivanja
promjenljive subtangente krivulje lanca javlja
se prekid u najnizoj tocki krivulje, Cije se
znacenje jasnije moze rasvijetliti, kad se zapazi
da je to tocka sjeciSta dviju eksponencijalnih
krivulja suprotnih smjerova, iz kojih se dobiva
krivulja lanca (vidi prikaz ). U drugim slicnim
pedagoskim obradama pravo svijetlo dubljeg
smisla krivulje lanca sjaji tek u kompleksnoj
domeni.

Iz ovih primjera mozemo vidjeti
nastanak novih zakonitosti kad fizicke krivulje
shvatimo kao ucinke zakonitosti promjene. U

— Eksponencijalna krivulja
— —Kirivulja suprotnog smjera
= Krivulja lanca

oba sluéaja kruznice i krivulje lanca krivulje su
svugdje neprekinute i glatke no pre-kid postoji
u zakonitosti promjene. Unato¢ tome krivulja
ne prestaje postojati u tim tocka-ma kao ni
zako-nitost promjene. Zapravo nagla poja-va
tih prekida signalizira nam posto-janje i
djelovanje nove, neotkrivene zakonitosti.

Leibniz je prepoznao postojanje te nove
zakonitosti i ukazao gdje bi je trebalo traziti ali
tek su Gauss i kasnije Riemann otkrili da se
njen izraz nalazi u kompleksnoj domeni, Sto ce
sljedeci uradak razraditi.



